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Karnaugh-diagrammet gor det enkelt att minimera Boolska
uttryck!
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En funktion av fyra variablerab c d
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Den som anvant Booles algebra vet att det darefter foljer ett
modosamt arbete for att ta fram enklare uttryck. Mintermerna kan
kombineras pa manga olika satt som alla resulterar i olika
forenklade uttryck - hur vet man om man har funnit det enklaste?

William Sandgvist william@kth.se



Ett diagram med enhetsavstand
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Karnaughdiagrammet ar
sanningstabellen men med en
annan ordning. Lagg marke till
numreringen!
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Rutorna ar ordnade sa att endast en bit andras mellan tva vertikala
eller horisontella rutor. Denna ordning kallas for Gray-kod.
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Tva "grannar”

Rutorna "5" och "13" ar "grannar" |

=0
. . abed | d=1
Karnaughdiagrammet ( fast det ar 070000 1 cd
o : 10001 1 a~_ 00 01 11 10
langt mellan dem i 2 b0 T B R
- 4 0100 |1 _ _ of 1} 1 1] 1
sanningstabellen ). i LE N oI F
De svarar mot tva mintermer med 7ol | %j‘l B 1 R
fyra variabler, och i figuren visas hur 3 184 |} 1 011 0,0
11 1041 |0 1= 4 11110
de med Booles algebra, kan 12 1100 (ﬁ)m o 1 0] o] 1
reduceras till en term med tre e 350 +abid = bEd(E+a) = bid

L

variabler. VI

Det de tva rutorna har gemensamt ar att b=1, c=0 och d=1, och den
reducerade termen uttrycker precis detta.

Overallt i Karnaughdiagrammet dar man hittar tva ettor som ar
"grannar" ( vertikalt eller horisontellt ) kan man reducera de min-
termerna till det som ar gemensamt for de tva rutorna. Detta kallas
for en hoptagning.
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Fyra "grannar”

Rutorna "1" "3" "5" "7" &r en
grupp av fyra rutor med ettor som
ligger som "grannar" till varandra.
Aven har gar de fyra

mintermerna att reducera till en
term som uttrycker det som ar
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abcd +abcd +abod +abod =
ad (hic+ci+hic+cT) = ad
1“—=1x-'_';

Overallt i Karnaughdiagrammet dar man hittar sddana grupper
av fyra ettor kan man gora sadana forenklingar, hoptagningar.
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Atta "grannar”
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Alla grupper av 2, 4, 8, ( ... 2N dvs. med jamna 2-potenser ) rutor som
innehaller ettor kan reduceras till en term, med "det som ar gemensamt",
en hoptagning.
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Karnaugh - toroid
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Egentligen bér man avbilda Karnaughdiagrammet pa en toroid

( en donut ). Nar man en kant, sa borjar diagrammet om fran den
motsatta sidan! Ruta 0 ar saledes "granne" med ruta 2, men aven
"granne" med ruta 8 som ar granne med ruta 10. De fyra ettorna i
hornen har b=0 och d=0 gemensamt och kan darfor bilda en

hoptagning.
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Basta hoptagningar?

Man soker efter sa stora oo o1 1
hoptagningar som mojligt. NG | — %

| exemplet finns det en { 1 T
hoptagning med &tta ettor Tt 1l 1] 1
12
0
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Tva av rutorna ( 0,10 ) har redan tagits med i den forsta hoptagningen, men

inget hindrar att en ruta bir medtagen flera ganger.

(rutorna 0,1,3,2,4,5,7,6).
Hdornen (0,2,8,10 ) &ren
hoptagning av fyra ettor.
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Alla ettor maste med i funktionen, antingen i en hoptagning, eller som en
minterm. Ettan i ruta 13 kan bilda en hoptagning med ettan i ruta 5, nagon
storre hoptagning finns tyvérr inte fOr denna etta.

 JAmfOr den resulterande funktionen med de ursprungliga 11 mintermerna!
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Felaktiga hoptagningar?

Finns det nagra felaktiga hoptagningar i detta Karnaugh-diagram?
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Felaktiga hoptagningar?

Finns det nagra felaktiga hoptagningar i detta Karnaugh-diagram?
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Hoptagningar ska vara 2, 4, 8 (= tvapotenser) "grannar” vertikalt eller
horisontellt, ej diagonalt.
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OH 6.1 Karnaughdiagrammet
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OH 6.1 Karnaughdiagrammet
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OH 6.1 Karnaughdiagrammet
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OH 6.1 Karnaughdiagrammet
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OH 6.1 Karnaughdiagrammet
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(OH 6.2 Karnaughdiagrammet)
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(OH 6.2 Karnaughdiagrammet)
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(OH 6.2 Karnaughdiagrammet)

Ea 00| 01 11 |10
fnppal
0

0 0
0 1

ol

(1 [1]

110

abd

O= == a0 |CZ'CZ'

0
0
0

William Sandgvist william@kth.se



(OH 6.2 Karnaughdiagrammet)
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(OH 6.2 Karnaughdiagrammet)
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f =bd +abd + abc
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Hoptagningar av O:or

A oo o1 11 10

[y

4 15 7 |6 fab,cdi=(a+h+di(a+tcrdiia+rh+d
13, M8 _ |t -
751 [Pallta— G50
g =10, [ 5.5.7
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\\ (a+h+d)
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Karnaughdiagrammet &r ocksa anvandbart fér hoptagning av
0:or. Hoptagningarna kan omfatta samma antal rutor som i
fallet med hoptagning av 1:or. | detta exempel kan O:orna tas
lhop | par med sina "grannar". Maxtermerna forenklas till det
som ar gemensamt for rutorna.
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De Morgan

| fiahcdi=abd+acd+abd
l: —
E oo 01 41 10 f = {deMorgan} =
T e — ahd+acrd+and =
g 1 1 1 1 _ahl:i acd ahd_
] I R R = {ﬁhd}-{_ac?]l-{_atld}f )
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Tar man ihop 0:or som om de vore 1:or far man
funktionens invers! (det vill séga helt fel)

Med De Morgans lag kan man darefter ta fram den
iIcke-inverterade funktionen. (nu helt ratt)
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Andra variabelantal
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Karnaughdiagram med tre och tva variabler ar ocksa anvandbara.

Metoden kan med lite mdéda aven anvandas for 5 och 6 variabler — men
enklare ar att anvanda nagot av de generella minimeringsprogram som
finns.
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OH 6.4 Byt fran NOR till NAND
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OH 6.4
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NOR-NOR till OR-AND byt "rakt av!
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OH 6.4
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f(a,b,c)=(a+c)-(b+c)
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OH 6.4
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f(a,b,c)=(a+c)-(b+c)
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OH 6.4

bc
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f(a,b,c)=c+a-b
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OH 6.4
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f(a,b,c)=c+a-b
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AND-OR NAND-NAND Byt grindar "rakt av”
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OH 6.4
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f(a,b,c)=c+a-b
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OH 6.4

bc
a 00 01 11 10
011 1 f(ab,c)=c+a-b
1
_J {1 . 1 1— Eller algebraiskt:
Dubbelinvertera = standardknep De Morgan
c+a-b=c+a-b=cia-b
Cc - .
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PLD-kretsar har utgangsinverterare

PLD-kretsar har ofta en XOR- =

grind pa utgangen sa att man vid a /0> b/b ab|f
behov skall kunna invertera U 0
funktionen. Man kan da vélja a 1 £ aab 111
mellan att ta ihop O:or eller 1:or b_—| - o 1 [;]] g]

efter vad som ar fordelaktigast.

Nar styrsignalen a &r "1” blir utgangen lika med b:s invers,
nar a ar "0” blir utgangen lika med b.
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OH 6.5 Minimera med K-map

f(Xs0 X5, X, %) = ».m(0, 2,4,8,10,12) f=2 f=2
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OH 6.5 Minimera med K-map

f(Xs0 X5, X, %) = ».m(0, 2,4,8,10,12) f=2 f=2

X3 X2 ox; xp | f
0 O 0 0 0|1
| o o0 0 1[0
2 0 0 1 0 |1
3 0 0 I | 0
4 0 1 0 01
5 o 1 o 1 [0
6 0 1 I 0|0
7 0 1 I 1 | O
8 I 0 0 0 I
9 I 0 0 1 | O
w 1 0 1 01
|1 I 0 1 1 | O
12 I I 0 0 I
13 1 Il 0O 1 [0
14 1 I I 0 [0
15 1 I I 1 | O
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OH 6.5 Minimera med K-map

f(Xs0 X5, X, %) = ».m(0, 2,4,8,10,12) f=2 f=2

X3 X2 ox; xp | f
0 0 0 0 0]1
1 0 0 0 1]0
2 0 0 1 0|1 XX
y 001170 N 00 01 11 10
4 0 1 0 01 oo T .
5 0 1 0 1]0 0
6 0 1 1 010 0l .
7 0 1 1 1[0 1
8 1 0 0 01 1[12
9 1 0 0 110 .
0w 1 o0 1 01 3B |° '
1 0 1 1]0
2 1 1 0 01
3 1 1 0 1]0
4 1 1 1 0]0
15 1 1 1 1]0
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OH 6.5 Minimera med K-map

f(Xs0 X5, X, %) = ».m(0, 2,4,8,10,12) f=2 f=2

X3 X2 ox; xp | f
0 () ] () )] |
1 0 0 0 110
SRt
y X,\_ 00 01 11 10
4 0 1 0 01 X20[0, [1A [3A |2
5 0 1 0 110 ol 110101
6 0 1 1 010 EE I
7 0 1 1 110 111 %0 [0 °0
8 1 0 0 01 1112 [13 [15 |1
9 1 0 0 110 i/1]0]0]'0
0 1 0 1 01 881 010 1"
1 0 1 110
12 1 1 0 01
13 1 1 0 110
4 1 1 1 010
15 1 1 1 110
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OH 6.5

f (X5, X5, %, %) =D m(0,24,810,12) f=2

;(3
2

Hoptagning av ettor
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Hoptagning av nollor
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OH 6.5
f(Xs0 X5, X, %) = ».m(0, 2,4,8,10,12) f=2 f=2

Hoptagning av ettor Hoptagning av nollor

X1X

%O 01 11 10
)0 |%0 1|
"|[°0 |0 |0
11'0 |'0 |'0
)0 |0 1]

;(3
2

f = X1 Xo + X2 Xo
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OH 6.5

f (X5, X5, %, %) =D m(0,24,810,12) f=2

;(3
2

Hoptagning av ettor

X, X
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Hoptagning av nollor
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f = X1 Xo + X2 Xo
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OH 6.5

f (X5, X5, %, %) =D m(0,24,810,12) f=2

;(3
2

Hoptagning av ettor

X1X0 X1X0
00, 01 11 ,10 X3\ 00 01 11 10
8171) "0 %0 |1 ] 281%1 |fo [F0)[*1
0 [, 1B 174 |6 -
1([1]/70 |'0 |0 9141 [Fo Tb G(ﬂ
1|[1] 0100 14 o 6]
i EPSE
ol 0 blﬂcT 881 9&& 19
f = X1Xo + X2 Xo f ={0:0rsoml:or}=x,+X,%

Hoptagning av nollor
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OH 6.5

f (X5, X5, %, %) =D m(0,24,810,12) f=2

;(3
2

Hoptagning av ettor

X1X0 X1X0

00, 01 11 ,10 X\ 0001 11 10
3171) "o %0 P1 | 281%1 |fo [F0)[*1
o[F41%0 [0 10 A EI 0[[0
1|[1] 0100 14 o 6]
i EPE
ol 0 blﬂcT 881 9&& 19

f = X1Xo + X2 Xo f={0:0rsoml:or}=x, +X,%

Hoptagning av nollor
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OH 6.8 Don’t Care termer

Ibland kan problemstallningen vara sadan att vissa ingangs-
kombinationer ar "omdijliga” och darfor inte kan intraffa. Sadana
mintermer (eller maxtermer) betecknar man med d ("don’t care”) och
anvander dom som ettor eller nollor allt efter vad som passar bast for
att fa sa stora hoptagningar som maijligt.

f(X;)X,, X, %) = > . M(3,5,7,11) +d(6,15) f=2 f=2

(En risk kan vara att det som ar "omojligt” trots allt &nda hander!
Darfor kan det ofta vara battre att ta om hand alla kombinationer.)
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X
X

OH 6.8

f (X5, X5, %, %) =D M(3,57,11)+d(6,15) f =?

3
2

Hoptagning av ettor.

X X
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Hoptagning av nollor.
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OH 6.8

f (X5, X, %, %) =D mM(3,5711)+d(6,15) f=2 f=2

Hoptagning av ettor. Hoptagning av nollor.
XX, *3%2%0
X3 o0 01 /11 10
X
20 (0~ |TA 1502
010170
4 IAE
0 L1 ][] | xx

B 1D 1@46/
0 170 [11)]'0

f =X X, + X3 X, X

William Sandgvist william@kth.se



OH 6.8

f (X5, X, %, %) =D mM(3,5711)+d(6,15) f=2 f=2

Hoptagning av ettor. Hoptagning av nollor.

XX, XXy X X Xq
X3\ _00 01 /11 10 Xy \_00 01, 11 10
ng %0 "o 117170 ng'oo 0121 120
(1:) 49 (31 / 7,{: 6 X% ? 40 54 |71 |6
1 B 1D 1@-4{ 1 R
61°0 |"0 |W)|'0 ol’0 "0 |"1 |0

f =X X, + X3 X, X
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OH 6.8

f (X5, X, %, %) =D mM(3,5711)+d(6,15) f=2 f=2
Hoptagning av ettor. Hoptagning av nollor.
X X, X - -
*1*0 320 *1%0 X2 %4
X o0 O1 /11 10 X 00 11 10
X300 1~ 172 S IR E 7~
0|0 |'0/f1]0 00| 01 {0 ] x,
04 7.0lle 0 |4 =
3 0 61 1’ _ /X1x0 1 O 51 71 b_
1112 |12 (15} XXy 1 T2[15 |1
IR EEE Y T
118 9 [ 1 1 911 l
ol 00 Lil/ 6 0 Ffb/ OJ 1] \E)__

f =X X, + XX, X — _
170 37270 —
f=X,+X, X +X3%
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OH 8.2
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8.2
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8.2

X Xz | Xz [ X, Xn U > | Uy U Xr’ U

0 O |0 |0 (O o |0 o |0 KD111,->+011 (3)

1 [ofofo 1|1 oot : Tank o LU

3 0 0 1 1 2 0 1 0 . Level 1 % lU
= 1 Logic Up §

7 0O |1 (1 |1 3 (0 |1 |1

151 |1 |1 |1 4 (1 [0 |0

Endast in-koderna X 0, 1, 3, 7, 15 kan forekomma. Ovriga in-koder kan
anvandas som "don’t care”.

Vi kan direkt se i tabellen att u, och x, ar lika varfér u, kan anslutas
direkt till x;. u, = X,.

De ovriga uttrycken fas med hjalp av deras Karnaughdiagram.

William Sandgvist william@kth.se



8.2

X Xz | Xz [ X Xn U Uz | | Uy U Xr’ U

0 OO0 {0 |[O o llollo [0 KD111,->+011 (3)

1 Jollo o 1 |1 [ollo |1 : Tank o LU

3 0 0 1 1 2 0 1 0 . Level 1 % lU
= 1 Logic Up §

7 0|1 (1 |1 3 0|1 |1

15 1|1 |1 |1 4 |1 {0 |0

Endast in-koderna X 0, 1, 3, 7, 15 kan forekomma. Ovriga in-koder kan
anvandas som "don’t care”.

Vi kan direkt se i tabellen att u, och x, ar lika varfér u, kan anslutas
direkt till x5.| u, = X,.

De ovriga uttrycken fas med hjalp av deras Karnaughdiagram.
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8.2
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P och N MOS-transistorer

"Pull Up” 1
HEIP .
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OH 7.3 CMOS-grind ?
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OH 7.3 A=0 B=0

. -

B O 0~ _CH:

- L !
o .—|:::I

L

4L oL

IR E |
i *

William Sandgvist william@kth.se



OH 7.3 A=0 B=0
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OH 7.3 A=0 B=0
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OH 7.3 A=0 B=0
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OH 7.3 A=0 B=0
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OH 7.3 A=0 B=1

i i
"1"
A0
C—e O——{P
—--P
B 4 1 or—-1P+
o —--—-P 1y
$—0
i L
o Ly
0
OL---N1L——N
III:I"GND
0 - - - .

William Sandgvist william@kth.se



OH7.3 A=1 B=1
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OH 7.3 CMOS-grind ?
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OH 7.3 CMOS-grind ?
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OH 7.3 CMOS-grind !
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OH 7.4 CMOS-grind ?
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Y =A

Nar EN =1 har vi en
inverterare.

O =

III:III GND
O &
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7.4 EN=0
Y T

- —— — -
EN _CH: 1 , Nar EN = 0 ar utgangen helt
0 o bortko.pplad frén matningg-
O—=e I: spénnlnq och jord. A kan inte
‘:1 langre paverka utgangen.
’_| I: " Detta &r ett tredje utgangstillstand,
: "Threestate”.
A
I
© I \
| I: Om manga utgangar kopplas ihop till samma trad
| ("buss”) sa kan ju bara en av utgangarna at gangen
| 0 fa vara aktiv. De dvriga &r i Threestate-tillstandet.
R R e —
III:III GND
O ¢ > Q
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Three state

Data1—— V
EN

Three state

COMFPUTER

Select
Read 1...3

Data2—— V
EN

Three state

Data3——

EN

Vv

Data

Utgangar fran tre olika
enheter ar anslutna till
en gemensam buss
(BUS). Datorn valjer ut
(Enablar, EN) en i1 taget
som kopplas in pa
bussen. De dvriga tva
forblir urkopplade,
(Three state).
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OH 7.5 CMOS-grind ?

II.-I 11 T
Tillverka "Pull-up”-natet med P- -
transistorerna for denna CMOS :
grind. .
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o,
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7.9

p—

Pull-uip v T
network .
PLIM .
¥
> 4 o
& + ~ A _
L Pull-coven 5 I: Y =
B LAll-
- i\ —
C e % =A-C+B
o - /0" GHD .
||I:I|| GND l
i i

Pull-down natet ger funktionens invers. Pull-up natet realiserar funktionen
oinverterad:

Y=A-C+B = Y=A-C+B=A-C-B=(A+C)-B
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7.9

Y=A-C+B = Y=A-C+B=A.C-B=(A+C)-B
II.-III * *
s
(A+C) <4 —4
|
Pull-up-nétet skall sledes best& av A g
och C i parallellkoppling (+) sedan ] i
seriekopplade (-) med B. Anvandandet av f:; | |
PMOS-transistorer inverterar variablerna B ||: ]
A, B och C. C |
0" GHD ] .
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