Hafte: repetition om komplexa tal
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Repetition, komplexa tal ...

Rakneregler for komplexa tal

Definitioner
Ett vanligt,reellt tal a brukar man askadliggéra som en punkt pa denallinjen. Talets storlek
representeras av avstandet fran punkten ifragalilhjens nollpunkt.

tallinjen
a
2-101 2 3
nollpunkten

Ett komplext talz bestar av tva komponenter. Det kan skriaagb. Har ara ochb reella tal. j ar
roten ur -1 och kallas den imagindra enhedgir. det komplexa talets realdel Beb ar dess
imaginardel, Imz).

Varje komplext tal kan askadliggoras som en pumt fvadimensionellt koordinatsystedet
komplexa talplanet
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Taletz representeras av en punkt med koordinatermehb.

Avstandet fran talpunkten till origo representaedetsbelopp eller talvardeZ. For detta galler
|z‘ = +Ja’® + b®

eller generellt

‘z‘ = \/ [Re(z)] 4 [Im(z)] 2




Vinkeln a kallas argumentet & arg@) och som framgar av figuren galler

tan{c) = 2
a

Generellt galler

; 5
Im
arg(z) = o = arctan (2) +r-27 a0
\ Re(z)
¢ %
Im
arg(z) = o = arctan (2) +T+r-28 a<0

. Re(z) ,
Vi kan ocksa uttrycka i polar form, dvs i ¥ ocha. S& som framgar direkt av figuren galler
a=lzlcos(a) b= |zsin(o)
z= ‘z‘(c-:)s(cx) + j-sin(ar))

Man kan da tanka sig att det ar forbindelselinjetlam talpunkten och origo som representerar
talet. Vi kan se denna som eisare med langderg| och en riktning som definieras av vinkein

Réakneregler
Komplexa tal kan behandlas algebraiskt, varvidafidie regler géller.

Addition
J ‘ .E'=.2'1+.2'2
b1+b2 —————————————
Bt =3 :
|
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a, a, a.;+a,

z=zj + 2, = Re(z;) + Re(zy) + j{Im(zy) + Im(z))
z=z +2; =la; + @)+ & + by )=Re(2) + j-Im(2)

2



Figuren visar vad additionen innebar i det komplabpdanet. Visaren foz blir lika med den
geometriska summan av visarnafochz. For f| och argf) galler de tidigare angivna
generella uttrycken.

Subraktion
z=2 —z; =Re(z) —Re(z,) + j(Im(z)) — Im(z,))

| talplanet blir visaren foz lika med den geometriska skillnaden mellan visddna; ochz.

Multiplikation

Multiplikationsregeln demonstrerar vi enklast médesxempel.

2 =1} +jf?1 Zy=dy +jff—'2 (_])2 =-—1
z=2y-2p = (@ + j W@ + by ) = (@@ —biby ) + j(arbs + apby)

Multiplikationen kan ocksa genomféras med taleryakta i polar form.
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Z = ‘Zl '2'2

=z, ‘(cns(czl) + jsin(aty))- ‘22‘((205(&2) + jsin(ay))

= ‘31‘ : ‘z”(cas(ﬂ,l + 0y )+ jsin(oy + D"*E))

Detta innebér att

=z 25| =2y 75| arg(2) =arg(z)+arg(z,)



Division

Algebraiskt genomfors divisionen sa har:
Zy=a + 1 Zy =@y + ]y

z; _ @ +]h

zZ; @tk

Nu vill man ofta ha resultatet i formerjb och i sa fall férlanger man med namnarens
konjugatkvantites, - jb,. D& far man

(@ + i Naz —1by)  aay +biby aby—aby
2 2 a 2 2 Tyl o 2
a; + by a; +b; a; +b;

=

e
Uttrycks talen i polar form kommer divisionsregalh se ut sa har:

e B al (cos(a; — oty) — jsin(oy —aty))
=) | 2|

|31|

2= =+ arg(z) = arg(z;) — arg(z;)

|

Nagra minnesregler

1. Omz=z +2, sa ariallmanhet|# |z]| + ||
( endast om arg() = arg@) ar i = | + 2| )
2. Nar man skall bilda beloppet av en produkt ediekvot mellan tva komplexa tal och

2z ar det i allménhet onddigt att forst ta fram dertnplexa resultatet och sedan bilda
beloppet av detta. Man beréknar istaltgtgch #,| var for sig, ty som vi sett galler
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|21 - 23| =71 |23 o |0
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Exempel
Exempel 1

GOr om uttrycket 2 + 3/j till formen+jb.
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Exempel 2

Skriv uttrycketz= 6 + A + 1/(jB) i allman form for komplexa tal, samt teckna bgepav
uttrycket.

it - e a2
B B
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6+ ] A—l = .36+ A—l
B B

Exempel 3

7=

Bestadm4| och argf) omz = z[# ochz =jochz =-1 -




Algebraiskt
2=z 2= (1-)=- ] =1-]
2| = 124 (D% =2

arg( z) = o.= arctan (_le = arctan{—1) =

I on= IE
4 4
Polart
2]=1  |zf=+2

RE o O 5% .. Sn
z:.=1| cos—+ 181N — = Z'JE COS— 4 15111 —
. { Ak 2} & { g 4}

Exempel 4

z1=3+])5,2=5+j7. Berakna

=22
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‘z‘— Zy| ‘3+j5| B 3% +5° B
Zq |5+_]?‘ ||52+?2

J9+25 34 (34

J25+49 714 74

= 0,08



Om man istéllet hade multiplicerat med konjugatkitaten hade man fatt

L3405 _ G+iNE-in) _ 15— j21+ j25—j*35

C5+37 S+HIDG-iT 25- 249
_ 50+ j4 By g
74
2= S0+ _A50%+4% _ 2516 _ .
I - T ” T

Om man jamfér med ovanstaende ser man att komphgxgeringen medfor mycket mera
arbete!



Ovningsuppgifter
Fraga 1

At vilket hall pekar visarem= -2 + j2 ?

ik

i)

Fraga 2

Vad ar summan ax ochzzomz =1+ j2octe, =2-j7?

Fraga 3

Hur lang ar visaren 3 + j4 ?

Fraga 4

Ritavisarere=z-zzomz=1+jochzn=2+)?
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Fraga 5

Hur stor blir Img) omz=2z +2 ?
2z = 3(1+j) ochz, = 2(1-)) .

Fraga 6

Hur stor blir f omz=z[% ?
z=2+jochz=-(2+]).

Fraga 7
Vad blir [3+j4[Jj2| ?
Fraga 8

Bestdm4| och argf) omz=z[# ochzz=1+jochz=-1+].
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Fraga 9

Vad blirz=z[¥% omz =jochz=1-]j.




Fraga 11

Berdknaz.
z=2+j3och;,=1+]j.

z
z=21
Zz
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Repetition, komplexa tal

Svar och losningar

Fraga 1

ik

[ h)

3

=259
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Fraga 2
z2=z+2=1+j2+2-]=3+].

Fraga 3

W32 +42 =.9+16=5

Fraga 4

Fraga 5
Im(z)=Im{z;)+Im(z;)=3+(-2)=1
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Fraga 6

zi|=4+1=45  |z|=4+1=45
TR

Fraga 7

9+16-2=10 eller [j6—8|=.{36+64 =10

Fraga 8

z=z;-2p = (14 -1+ =1+ j-j+ ' =2

arg(z) = arctaﬂ{%j +n=m

¥

z| | 2

Fraga 9

. . . .2 .
z=z1+z3=3(1-1)=71-1" =1+
eller

21=1(cos%+jsin%) 22='\E(cos%+jsin%

Z=2Z1+2 ='\E(cos%+jsin%)
P&
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Fraga 11
Algebraiskt

Zp 2i8 243 gy

2’:
zz 1+3  (+)) (1-3)
. 2 =
_2+)-3) =5+J=1?5+ﬂ?5j
1+1
Polart
2
| = H arg(z) = arg(z ) — arg(z3)
2

2= [¢|-{ cos(arg(2)) + j-sinfare(2))
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